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Résumé

Le théoréme de Paley-Wiener donne une caractérisation des fonctions qui sont transformées
de Fourier de certaines classes de fonctions différentiables & support compact en liant les
propriétés de décroissance a l'infini de ces fonctions ou distributions & I'analyticité de leur

transformée de Fourier.

Le théoréme est déja établi dans le cas classique : Le cas réel avec la transformée de Fourier
holomorphe dans L?(R), le cas des fonctions a support compact sur R” selon la formulation
de Hormander. Une extension du théoréme aux fonctions sphériques sur les groupes de Lie
semi-simples existe également et est dénommée théoréme de Gangolli. Nous en proposerons

une autre formulation dans notre travail.

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, X un sous-groupe compact de G et § un
éléement du dual unitaire K de K. La présente thése de doctorat vise & donner une extension du
théoréme de Bochner et du théoréme de Paley-Wiener suivant une classe § de représentations
unitaires irréductibles de K, sur les groupes de Lie semi-simples mais aussi sur les groupes de
Lie réductifs a séries discrétes non vides aprés avoir introduit la notion d’intégrale §-orbitale.

Si § est de dimension 1, on retrouve le théoréme de Paley-Wiener classique.

il



Abstract

Paley Wiener theorem characterizes the class of functions which are Fourier transforms of
C® functions of compact support on R” by relating decay properties of those functions or
distributions at infinity with analyticity of their Fourier transform. The theorem is already
proved in classical case : the real case with holomorphic Fourier transform on L?(R), the case
of functions with compact support on R" from Hérmander and the spherical transform on

semi simple Lie groups with Gangolli theorem.

Let G be a locally compact unimodular group, K a compact subgroup of GG, and § an element
of unitary dual K of K. In this work, we’ll give an extension of Bochner theorem and Paley-
Wiener theorem with respect to d, a class of unitary irreducible representations of K, where
G is either a semi-simple Lie group or a reductive Lie group with non-empty discrete series
after introducing a notion of §-orbital integral. If § is trivial and one dimensional, we obtain

the classical Paley-Wiener theorem.
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Introduction

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, K un sous-groupe compact de G, K
I’ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles de K. Soit ¢
une fonction continue sur GG, biinvariante par K, non identiquement nulle. La fonction ¢ est

sphérique si et seulement si

/K o(aky)du(k) = B(x)o(y). 1)

Lorsque G = R, les seuls sous-groupes de R muni de ’addition sont de la forme aZ. Si de plus

le sous-groupe est compact sur R, il sera égal a {0}. L’équation (1) ci-dessus devient donc

d(z +y) = d(x)o(y). (2)

Ce qui n’est rien d’autre que la relation fonctionnelle caractérisant la fonction exponentielle.
Par conséquent, lorsque G = R, les fonctions sphériques s’identifient aux fonctions exponen-
tielles. La notion de fonction sphérique vient donc "généraliser" la notion de fonction expo-
nentielle. Ainsi, on peut dire, par déduction que la théorie des fonctions sphériques généralise

celle des transformées de Fourier sur R.

Or nous le savons, le théoréme de Paley-Wiener, existant dans le cas réel et avec les distribu-
tions, donne une caractérisation des fonctions qui sont transformées de Fourier de certaines
classes de fonctions différentiables a support compact. Au vu de ce qui précede, il devient
naturel de chercher & généraliser ce théoréme aux fonctions sphériques. C’est ce qu’ont fait
Helgason et Gangolli en 1970 en définissant tout d’abord une nouvelle transformée de Fourier
appelée transformée de Fourier sphérique. La généralisation du théoréme de Paley-Wiener se-
lon Gangolli, a été par la suite, établie sur les groupes de Lie semi-simples pour des fonctions
prises dans une certaine algébre commutative (1’algébre des fonctions biinvariantes par K).
Le but de notre travail est d’étendre ce résultat cette fois-ci a des algébres non commutatives.
Sur la base de résultats obtenus en 1996, nous définirons, pour une classe ¢ de représentations
irréductibles, un théoréme de Paley-Wiener pour les transformées de Fourier sphériques de

type 6 sur des algébres non commutatives.



A l'instar des précédentes démarches, nous commencerons, nous aussi, par généraliser sur cette

classe de fonctions, une nouvelle transformée de Fourier.

Soit S§*(G) I'ensemble des fonctions sphériques de type § sur G de hauteur m. Ainsi, si ¢ est
une fonction de S§*(G), il existe une représentation u? € Xm(K?E(G)) telle que

W2(f) = /G F(@)o(@)dp(z),

et réciproquement. Ce qui permet d’identifier les espaces S§*(G) et Xm(Kf(G)) et ensuite

définir la transformation de Fourier sphérique de type  suivant le diagramme ci-apres.

FIGURE 0.1 — Transformée de Fourier sphérique de type § généralisant la transformée de
Fourier sphérique.

Si 6 est une classe de représentations triviales de dimension 1 de K, tout élément de K?(G)
est biinvariante par K. Ainsi l'algébre Kf(G) s'identifie & K7 (G) ( l'algébre des fonctions
biinvariantes par K) et est par suite commutative. Les représentations unitaires irréductibles
de Kf(G) de dimension 1, s’identifient donc aux caractéres de K#(G) et on retrouve la

définition de la transformation de Fourier sphérique usuelle.

Dans la suite de notre travail, nous proposerons, en plus de ce qui précéde, une autre formula-
tion du théoréme de Paley-Wiener pour les fonctions sphériques. Nous présenterons également
une généralisation du théoréme de Bochner cette fois ci aux fonctions sphériques de type 4.
Nous aborderons aussi une application au groupe de Poincaré, notamment en physique des
particules caractérisées par leurs masses et leurs spins (moments cinétiques). Pour terminer,

nous établirons, une extension du théoréme de Paley-Wiener aux groupes de Lie réductifs.



Chapitre 1

Fonctions sphériques et fonctions

sphériques de type delta

Dans cette section, nous aborderons tout d’abord les généralités et définitions qui seront
utiliséees tout le long de notre travail. Par la suite, nous aborderons dans le détail la notion

de fonctions sphériques.

1.1 Geénéralités

Définition 1.1.1. Soit G un groupe localement compact. On appelle mesure de Haar a gauche
(resp. a droite) sur G, toute mesure positive non nulle sur G invariante & gauche (resp. a

droite). L’existence d’une mesure de Haar est assurée par le théoréme suivant.

Théoréme 1.1.2. Sur tout groupe localement compact G, il existe une mesure de Haar a
gauche (resp a droite) G et toute autre mesure de Haar & gauche (resp a droite) sur G est de
la forme Cp ot C' est un nombre réel strictement positif.

Démonstration. Voir (2) N. Bourbaki. O

Proposition 1.1.3. Soient G un groupe localement compact et p une mesure de Haar a gauche
sur G. Pour toute fonction f € K(G) (I’espace des fonctions complexes continues de support

compact) et pour tout s € G, la mesure v définie par :

v(f) = u(fs-1),

est une mesure positive invariante & gauche. Il existe donc un nombre positif unique Ag(s) tel

que v(f) = Ag(s)u(f) c’est-a-dire que

/ Flesdp(x) = Ag(s) / f (@) du(x).
G G



Définition 1.1.4. La fonction s — Ag(s) de G dans RT est appelée fonction module sur G.
Le groupe G est dit unimodulaire si Ag(s) =1 pour tout s € G.

Remarque 1.1.5. Si G est unimodulaire, toute mesure invariante a gauche sur G est aussi

invariante & droite, et on parle simplement de mesure de Haar sur G.

Considérons G un groupe localement compact, H un espace de Hilbert sur un corps K. (K = R
ou K=C).

Définition 1.1.6. On appelle représentation continue de G dans H, un homomorphisme m :
x — m(z) de G dans le groupe Aut(H) des opérateurs continus inversibles de H tel que
Papplication © — 7w(x)v de G soit continue pour tout v € H. La représentation m est dite

unitaire si Vo € G, m, est unitaire.

L’espace H est appelé la réalisation de . La dimension de H est appelé le degré de la repreé-

sentation .

Définition 1.1.7. Une représentation T' d’un groupe G dans H est dite algebriquement irré-

ductible si elle n’admet pas de sous-ensembles propres tnvariants.

Définition 1.1.8. Une représentation T de G dans un espace de Hilbert H est somme directe
de représentations T; de G dans H; si les H; sont des sous-espaces invariants de H tels que
H =73 ®H; et que chaque T; est une sous-représentation de T'. On la note T =) . ®T;.
Paires de Guelfand

Soient G un groupe localement compact, y une mesure de Haar invariante & gauche sur G et
K un sous-groupe compact de G.
Notons K(G) l'espace vectoriel des fonctions complexes continues & support compact, et

K#(G) I'espace des fonctions de IC(G) qui sont biinvariantes par K c’est a dire
VkE e K, flkak') = f(x).

La convolution de deux fonctions de K(G) est définie par

(f*g)(x /f gy~ 'x)dp(y).

Pour tout = € G, on pose fi(z) = A(z™) f(z=1).ff définit une involution sur K(G). L’espace
K(G) muni de la multiplication définie par le produit de convolution est une *-algébre et
K#(G) en est une sous-*-algébre.

Soit px la mesure de Haar normalisée de K. Introduisons l'opérateur suivant

() = / /K Gk (k) ),



Proposition 1.1.9. f — f* est un projecteur de K(G) sur K7 (G).
Démonstration. Soient ki, ko € K et f € K(G). On a
F*(kraks) = / / f(kkyzkok ) dpug (k)dpre (k).
KxK

On pose h = kkq et h = kgk/. On obtient

Prliak) = [ [ ek (ke (5 1)
KxK
= F(hah Ydpg (h) A (kT dpg (h)
KxK
= f(hahYdpr (h)dpg (B).
KxK
Ainsi, f*(kixks) = f*(x) donc f* € K7(G). O

Définition 1.1.10. On dit que la paire (G, K) est une paire de Guelfand si l’algébre de

convolution K#(G) est commutative.

Proposition 1.1.11. Si (G, K) est une paire de Guelfand, alors G est unimodulaire.
Démonstration. Pour tout f € K(G), On a

/f Jaju(z /fl “Vdu(). (1.1)

Le groupe G est unimodulaire si et seulement si

/f )dp(x /f‘ldu

Il suffit donc de démontrer que / f(z)du(x / flx

Ainsi, soit (G, K) une paire de Guelfand. Soit g une fonction de K #(G) telle que g(x) = 1 sur
le compact (Suppf) U (Suppf)~! ot (Suppf)~' = {z~! | x € Suppf}. On a

(fxg)(e) = f@)g(a™ dp()

suppf) v
= / f(@)du(z).
G

Et



Comme (G, K) est une paire de Guelfand, alors
(f*g)(e) = (g% f)(e).

Ainsi, / f@)du(z) = / f(z™Hdu(z) ; cela entraine que A(z~1) = 1.
G G

D’ou G est unimodulaire. O

Exemple
Le premier exemple d’une paire de Guelfand est celui ot G est un groupe commutatif et ou

K est réduit a I’élément neutre, K = {e}.

Introduisons I'analogue des fonctions exponentielles dans le cadre général des paires de Guel-
fand.

1.2 Fonctions sphériques

Définition 1.2.1. Soit (G, K) une paire de Guelfand. Une fonction sphérique (ou fonction
zonale sphérique) sur G relativement a K est une fonction ¢ continue sur G, biinvariante par

K, telle que l’application

f o x(f) = /G @) )dp(),

soit un caractéere de Ualgebre de convolution K7 (G), c’est-a-dire

xX(f *g9) = x(f)x(9), ¥ f,g € K#(G).

Si G = R et K = {0} les fonctions sphériques sont les fonctions exponentielles : e’*, (X € C).

Définition 1.2.2. Soit (G, K) une paire de Guelfand. Une fonction continue ¢ définie sur
G est dite de type positif si quels que soient les éléments x1,x9,...,xn de G et les nombres

complexes c1,¢Ca...,CN, ON a



Remarque 1.2.3. Une fonction de type positif posséde la symétrie hermitienne

o(x)™! = o(x) et de plus | px |< p(e).

Dans les espaces euclidiens, ’ensemble des fonctions sphériques de type positif est égal a [’en-

semble des fonctions sphériques bornées.

Théoréme 1.2.4. Soit (G, K) une paire de Gelfand. Soit ¢ une fonction continue sur G,

biinvariante par K, non identiquement nulle. La fonction ¢ est sphérique si et seulement si

/K o(wky) dpurc (k) = $() (),

ot pg désigne la mesure de Haar normalisée du sous-groupe compact K. En particulier ¢(e)
=1

Démonstration. Pour une fonction f de K#(G), posons

— / F(2)é(zY) dpu(z).
G

Soit g une fonction de K7 (G). Comme (f * g)( / f()g(y~tz) du(y), alors
* = * -1 .
orea) ~ [ Ura@oa ) = [ [ 1) ) dp(2)du(y)
De plus,

//f(y)g($)¢(w‘1)¢(y‘1)du(:r)du(y>-
GJG

Par conséquent,

o(fxg) — d(f)dlg) = /G/G[eﬁ(rv‘ly‘l) o(z™ N f(y)g(z) du(z)du(y)
SN ¢m—lky—1>duK<k>—¢<x—1>¢<y—1>] £ (w)a(x) dp()du(y)
|1 stk aumen - ota >¢<y>} £y Vo) du(z)dpy).

Si ¢ est sphérique alors



donc

/K o(wky) dpurc (k) = $(x)d(y),

localement presque partout. Réciproquement si

/K o(wky) dpurc (k) = $()d(y),
alors

o(f *g) = o(f)e(9),

pour toutes fonctions f et g de K#(G) et ¢ est sphérique. O

Proposition 1.2.5. Soit ¢ une fonction continue sur G, biinvariante par K. ¢ est sphérique

st et seulement si

— d(e) =
— Pour toute fonction f de K¥(G), on a f* ¢ = x(f).¢.

Démonstration. Soit ¢ une fonction sphérique sur G.

— ¢(e) = 1. En effet, on a
o(y) = d)(e)gi)(y) pour tout y € G, par conséquent ¢(e) = 1.
— Soit f une fonction de K#(G

(f + 6)(x) - /f oy~1) du(y)
dur (k) | f(E7 "w)é(u " kx) du(u), en posant u = ky
= fduK /Gf “kx) du(u
[ [ o lkmdw(k)] ()
- / Wu)o() du(u)

- o) [ s = BX(), Ve € @,
Ainsi f x ¢ = x(f).¢.

Réciproquement supposons (i) et (ii) soient vérifiées.



x(f*xg) = /(f*g)(fv)cb(w_l)du(x) =/ f@)glu z)p(z™") dp(x)dp(y)
G GxG
= / f(y) /G oz gy~ ') du(z)du(y)
= fo(y)(g *0)(y ™) duly) = /Gf(y)x(g)cb(y‘l) dp(y)
X0 [ F@O) duts) — xx(). VS0 € KH(G).
Donc x est un caractére de ’algébre de convolution. Il en résulte que ¢ est sphérique. O

Proposition 1.2.6. Soit L'(G)* [’algébre de convolution des fonctions intégrables sur G

bitnvariantes par K. Tout caractére non nul de LY(G)* est de la forme

(0= [ f@oa) dute),
ol ¢ est une fonction sphérique bornée.

Démonstration. Soit x un caractére non nul de L!'(G)#. On sait que tout caractére non nul
d’une algébre de Banach commutative est une forme linéaire continue de norme 1 au plus. Or

toute forme linéaire continue sur L'(G)# s’écrit

fr—s [ foudn.

ol ¢g est une fonction de L*°(G). Par conséquent on peut poser

x(f) = /Gf(w)%(x_l)du(w) et [ x(f) [= ll¢olloc < 1.

Soit fo une fonction de K#(G) telle que x(fo) # 0. Pour toute fonction, g € K#(G), on a

W9 = xUo)x(g* fo) = (fo)! / /G )l )0l dile) (o)
= / 9oy du(y),

G
ou I'on a posé ¢(y) = x(fo) ™" [ fo(yz)do(z) dpu(x). La fonction ¢ est biinvariante par K
et ¢(e) = 1.
o) = [ [ et teela) dute)duty)
g(m)e(y™") du(y)
F)g(@)o(z™ty ™) dp(a)dpuly)

GxG
gy ") du(y).
G



De méme,

Par conséquent,

xX(f *g9) = x(f)x(g) = / g o(™") = x(9)o(y™ )] fy)duly) = 0.

G

Ceci étant vrai pour toutes fonctions f et g de K#(G) on a

g*9(x) = x(9)p(z),

presque partout et d’aprés la proposition 1.2.5, ¢ est presque partout égale a une fonction

sphérique. O

Remarque 1.2.7. Supposons G commutatif et considérons la paire de Guelfand (G,{e}). On
peut alors identifier Uespace K¥#(G) a lespace K(G). L’équation fonctionnelle des fonctions

sphériques devient

P(x.y) = ¢p(x)p(y).

Autrement dit, une fonction sphérique sur G relativement a {e} est un homomorphisme continu
de G dans le groupe U des nombres complexes de valeur absolue 1. On appelle encore ces

homomorphismes, les caractéres du groupe commutatif localement compact G.

Proposition 1.2.8. Soit ¢ une fonction sur G = SO(n) x R" biinvariante par K = SO(n).
Elle peut étre considérée comme une fonction radiale sur E,, le quotient de G par SO(n).

Pour qu’elle soit une fonction sphérique, il faut et il suffit qu’elle vérifie

— ¢ est de classe C°

— 1l existe un nombre complexe X\ tel que
Ap = A9,
— ¢(0)=1

Démonstration. Remarquons avant d’entamer la preuve que si A désigne 'opérateur de La-

place, et si fi et fo sont deux fonctions de classe C? sur E,, avec f; & support compact, on

a

A(fix f2) = Afix fo = fox Afy.

10



Supposons ¢ sphérique. Pour toute fonction radiale f, continue et a support compact, on a

d’aprés la proposition 1.2.5, la relation
fro=x(f)¢ (1.2)

ou x(f) = / f(z)p(—x)dp(x). Sif est une fonction de classe C*° et x(f) # 0, alors d’apres

(1.2), ¢ est aussi de classe C* et on a

Afx¢=x(Af)¢ =[x Ad = x(f)A¢.

Donc
X(Af)p = x(f)Ag.
Et
o avee ) = X(AS)
A¢ = A¢ avec A = NGB

Réciproquement, montrons que ¢ est sphérique. Soit f une fonction radiale sur F,, continue
et & support compact. La fonction ¢ = f * ¢ est radiale comme composée de deux fonctions

radiales et de classe C°°.

A =A(fxd) = fxAp=A[f*9¢) =N,

donc v est solution de I’équation Ay = A\ip. Par conséquent 1) = C'¢ ot C est un nombre ne

dépendant que de f, c’est-a-dire C' = x(f) et par suite
fxo=x(f)¢.
D’apreés la proposition 1.2.5, ¢ est sphérique. ]

1.2.1 Quelques exemples de fonctions sphériques

Exemple 1 Considérons la paire de Guelfand (G, K) ou G = R et K = {0}. Les fonctions

sphériques sur G relativement a K sont les fonctions exponentielles de la forme : ¢(z) = e*

ol A € R.

Exemple 2 Soient z un nombre complexe et u un vecteur unitaire de E,. La fonction ¢,

définie par

(bz(x) _ /Sn_1 ez(u/I)dO—(u),
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ot S"! est la sphére unité de FE, et o une mesure de Haar normalisée sur S™~!, est une

fonction sphérique sur SO(n) x R™ relativement & SO(n). En effet, posons

flw) = e/,

Donc
() = x)do(u
o) = [ fadotw
Comme
Af = 22f alors A¢, (1) = 22¢.(z).
Et

6,(0) = /S dow)=1.

Il résulte de la proposition 1.2.8, que ¢, est une fonction sphérique.

Exemple 3 Soient I’espace HSy des harmoniques sphériques de degré ¢, c’est-a dire I’espace
des fonctions sur S"~! qui sont des restrictions a la sphére-unité des polynémes harmoniques

homogenes de degré ¢ et ¢, la fonction zonale de H Sy telle que ¢p(eg) = 1.

La fonction ¢, peut étre considérée comme une fonction sur SO(n+ 1) biinvariante par SO(n)

et ¢y est une fonction sphérique.

En effet, Soit f une fonction continue sur SO(n+1), biinvariante par SO(n). Posons ¢ = f*¢y.
La fonction 1 est biinvariante par SO(n) et considérée comme une fonction sur S™, ¢’est donc

une harmonique sphérique de degré ¢ et zonale.

Vi€ G, ¥(z) = | * belz) = /G W) bely™"2) du(y).

Comme les zonales de HSy constituent un espace vectoriel de dimension 1, v est proportion-

nelle & ¢y.

VY= f*d¢=xe(f)be.

avec

xe(f) = /G F@)bely™) duly).
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Exemple 4 Considérons le cas G = SL(2,R). Ainsi soient K, A,, N respectivement les

sous-groupes a un parametre de G' générés par les matrices kg, hy, ng ot

ko — Cos(0/2) Sin(0/2)
"7\ sin(0/2) Cos(8/2))

et/? 0
1 ¢

ne = ,
7o 1

avec 0 < 0 < 4, t, € réels. Alors dg(z) = (4m) " teldAdtde, si x = kohyne, x € G.

Pour tout complexe v, soit x, la fonction définie sur G par la relation suivante

xv(z) = e(”_l/z)t, (x = kohine).

Alors la fonction sphérique ¢, associée a v est donnée sur A, par

A
ou(he) = (47?)_1/0 Xl,(ke_lhtkzg)dﬁ

= (2%)_1/ (cosht + sinh ¢ cos(0))* /2 db, t € R.

1.3 Fonctions sphériques de type 0

Dans cette section, nous aborderons dans le détail la notion de fonction sphérique suivant une

classe donnée de représentations irréductibles.

1.3.1 Définition et Généralités

Soient G un groupe localement compact unimodulaire, K un sous-groupe compact de G, K
I’ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles de K. Pour toute
classe de K, notons & le caractére de 8, d(6) le degré de § et x5 = d(6)&s. Si & est la classe des
représentations contragrédientes de ¢ dans K,ona Xs = Xx; et on vérifie grace a la relation
d’orthogonalité de Schur que x; * x5 = Xx;-

Pour toute fonction f € K(G), on pose

xs(k) f (k) dk

X5 (k™) f (xk) dk,

sflx) = Xs*flz) =
fs(x) = fxxs(x) =

ST

ol dk est la mesure de Haar normalisée sur K, et
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Ks5(G) ={f € K(G).f = sf =[5}

On montre que Ks(G) est une sous-algebre de K (G) et que I'application x; * f * Y5 est une
projection de K(G) sur Ks(G). Soit U une représentation de Banach de G sur E, on pose
P(0) =U(xs) et E(0) = P(0)E. Sig=x5*[f*X;s onaPO)U(f)P(6) =Ul(g), Vf € K(G).
Ainsi E(0) est stable pour U(f) (avec f € Ks(G)). En notant Us(f) la restriction de U(f) a
E(6), on obtient une représentation f +— Us(f) de Ks5(G) sur E(9).

Définition 1.3.1 (K} (G) - notations & définitions). Soit J.(G) Uensemble des fonctions
f de K(G) qui sont centrales par K (i.e. f(kx) = f(zk) Vk € K et © € G). J(G) est

une sous-algebre de K(QG) et lapplication f — fx, avec fi(x) :/ f(kxk™Y) dk, est une
K

projection de K(G) sur Jc(G). Pour deuz éléments f,g € K(G), on a les propriétés suivantes

(fk *9)k = [k * 9k = (f *9K)K et

(Xs* f)k = X6 * frx = (f * X6)k = fK * Xs-
Posons
K5(G)N3e(G) = KF(G).

On remarque que K?E(G) est une sous-algébre de K(G) et que l'application f — xs * fx
est une projection de K(G) sur K?(G) Cette algebre est non commutative. De plus, si §
est une classe de représentations triviales de dimension 1 de K, tout élément de K?E(G) est
biinvariante par K. L’algébre K?(G) s’identifie donc a I'algébre K#(G).

Si K est un sous-groupe compact de GG et U une représentation de Banach topologiquement ir-
réductible de G sur E, alors 'ensemble des opérateurs Us(f), (f € K ?(G)) est le centralisateur
de la représentation k — Us(k) de K sur E(9).

Remarque 1.3.2. Si la représentation k — Us(k) de K sur E(d) se décompose en m repré-
sentations irréductibles équivalentes, on montre que le centralisateur est isomorphe a [’algébre
M,,,(C) des matrices carrées d’ordre m. Par conséquent, d’aprés la proposition précédente, il
existe un isomorphisme Us(f) — us(f) de Ualgébre {Us(f), f € Kf(G)} sur M, (C), ou

[ us(f) est une représentation irréductible de dimension m de KZ;#(G) avec

Tr(Us(f)) = d@)tr(us(f)  (f € KF(G)).

Proposition 1.3.3. L’algébre Kf(G) est isomorphe a lalgébre U, 5(G) des fonctions conti-
nues a support compact ¢ de G dans Fy = Homc(Ej, Es) et qui vérifient la relation
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Y(kizks) = ug(kn)y(z)ug(ka).

Nous définissons maintenant la notion de fonction trace sphérique de type 6.

Définition 1.3.4. Soit § € K . La fonction wg] sur G définie par
v§ (x) = tr(P(8)U(x) P(9)),

est appelée fonction trace sphérique de type § correspondant a la représentation U.
Si 9 est contenue m fois dans la restriction de U a K alors ”L/J(SU est dite de hauteur m et celte
hauteur est notée ht(¥¥) = (U/ : 6).

Définition 1.3.5. Une semi-norme n sur G est une fonction positive semicontinue inférieu-

rement et bornée sur tout compact de G telle que

n(xry) <n(x)nly) (v,y €G).

Définition 1.3.6 (Fonction quasi-bornée). Une fonction f sur G a valeurs dans un espace de

Banach est dite quasi-bornée s’il existe une semi-norme n sur G telle que

1 f1ly := supzeq

Définition 1.3.7 (Fonction sphérique de type d). Soit 6 € K. Une fonction sphérique ¢ de G
de type & est une fonction continue quasi-bornée sur G a valeurs dans Home(E, E), (E étant

un espace vectoriel de dimension finie) telle que
(i) p(kxk™") = ¢(),
(i) X5 % ¢ = (= ¢*Xs),
(1it) L’application uy : f — ¢(f) = /Gf(l‘)é(m) dx est une représentation irréductible de

Valgebre K7 (G).

Proposition 1.3.8. Soit ¢ une fonction continue quasi-bornée sur G a valeurs dans Home(E, E)

telle que

O = ¢ et x5 % ¢ = ¢

La fonction ¢ est sphérique de type 0 si et seulement si

/K o(kak~Vy) dk = d(x)o(y)  (2,y € G).
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1.3.2 Exemple de fonctions sphériques de type ¢

Exemple Soit Hy = C? x R le groupe de Heisenberg muni de la multiplication
(z,0).(Z,t") = (z +2t+t + %Im(z&)),

ott Im désigne la partie imaginaire. Soit w € C?; on définit un caractére noté y., sur Hy par
Xw(Z,t) — eiRe(w,z)
2.

On a

ou Re désigne la partie réelle. Soit SU(2) le groupe special unitaire d’ordre

—b
50(2) = { Vs = (
b a
et 'action de U,y sur C? est définie par
21 az — bzo
Usp-Z =Upgyp. = ,
29 bz1 + azo

et 'action de SU(2) sur Hy est définie par

) telquea,bGCet|a|2+|b|2:1},

Ua,b(za t) = (Ua,bzv t)a

et

. . ei@ 0
Usp =A"0(0)A o o(0) = 0 |-
0 e

Soit © l'espace des polynomes sur C? et V;, le sous-espace de © des polynémes de degré n. On

a
no
Vo = {P € O tel que P(z1,22) =Y cizizy " avec ¢; € C}.
0

L’espace V,, est de dimension n + 1 et on définit une action de SU(2) sur © pour une repré-

sentation 7w par

(Uap) P21, 22) = P(Ugg(e1,22))
= P(az1 — bz, bz + az).
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La restriction 7 a V,, notée m, est irréductible pour tout n > 0.
Posons G = SU(2) x Hy et K = SU(2). Soit x,, un caractére sur Hs et m, une représentation
irréductible sur SU(2). Alors la fonction ¢™" définie sur SU(2) x Hy par

61 (U (2, 1)) = / XeoUar s (s D)UYy Uy, )dlas iy

SU(2)

est sphérique de type m,.
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Chapitre 2

Transformée de Fourier sphérique

généralisée

2.1 Transformation de Fourier sphérique

Transformation de Fourier sphérique

Nous supposons dans ce paragraphe que (G, K) est une paire de Guelfand. Soit > le spectre
de I'algébre de Banach commutative L' (G)#. Nous avons vu que Y s’identifie & I'’ensemble des
fonctions sphériques bornées d’aprés la proposition 1.2.6. Muni de la topologie de Guelfand qui
est aussi celle de la convergence uniforme sur tout compact de G, > est un espace localement
compact. Soit f une fonction de L'(G)#. La transformée de Fourier sphérique de ]? est la

fonction f définie sur ) par
Flw) = / f@ywa Yz | (weY).

La fonction f appartient a l'espace Cy(D ) des fonctions continues sur E tendant vers 0 a

Pinfini. La transformation de Fourier sphérique de f

Fio LNGF — G(X)
fo— 1

est un homomorphisme d’algébre normée. C’est la transformation de Guelfand associée a
I'algébre de Banach commutative L!(G)%.

Remarquons la relation

frw= f(w).w.

18



Notons €2 I’ensemble des fonctions sphériques de type positif, €2 est un fermé de » .

Un des principaux problémes de l'analyse harmonique est de décomposer une représenta-
tion unitaire & l'aide de représentations unitaires irréductibles. La transformation de Fourier
sphérique est liée a la décomposition des représentations unitaires sphériques, c’est-a-dire ad-

mettant un vecteur K - invariant et cyclique.

Nous allons commencer par établir une représentation intégrale des fonctions continues de
type positif biinvariantes par K. C’est une généralisation du théoréme de Bochner. Le théo-
réme de Bochner classique concerne le groupe G = R et s’énonce comme suit

soit ¢ une fonction continue de type positif sur R. Il existe une mesure positive bornée p sur

R telle que
pla) = [ du(n).
G

Soit p une mesure de Radon positive bornée sur 2, la fonction ¢ définie sur G par

o(z) = /Q w(a)dp(w),

est continue, biinvariante par K et de type positif, et réciproquement nous avons

Théoréme 2.1.1. (Théoréeme de Bochner - Godement)
Soit ¢ une fonction continue sur G , de type positif et bitnvariante par K. Il existe une mesure

de Radon p sur §2, positive et bornée telle que

o) = [ wl)duto).

La mesure 1 est unique.

Démonstration. a) Montrons d’abord que la mesure p, si elle existe, est unique. Soit f une
fonction de L'(G)#. D’aprés le théoréme de Fubini,

@ r@aua) = [ @)

Q

L’unicité de la mesure p se déduit de cette relation et du fait que {f|f € L*(G)#} est dense
dans Cp(Q2) d’apres le théoréme de Stone-Weierstrass qui dit

Théoréme 2.1.2. (Théoréeme de Stone-Weierstrass) Soient X un espace compact et C(X)
lalgébre de Banach des fonctions continues de X dans R. Une sous-algébre est dense dans
C(X) si (et seulement si) elle sépare les points et contient, pour tout point x de X, une

fonction qui ne s’annule pas en x.
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b) Pour montrer I'existence de la mesure p , nous allons utiliser le théoréme de Krein-Milman

qui dit la chose suivante

Théoréme 2.1.3. (Théoréme de Krein-Milman) Tout conveze compact d’un espace localement

conveze séparé est I’enveloppe conveze-fermée de l’ensemble de ses points extrémau.

Rappelons que P'(G) désigne I'ensemble des fonctions continues sur G, de type positif, biin-
variantes par K et telles que ¢(e) < 1.

L’ensemble P! (G) est un convexe de L>(G), compact pour la topologie *-faible o(L>®(G), L' (G))
les points extrémaux non nuls de cet ensemble sont les fonctions sphériques de type positif. No-
tons M (2) I'espace des mesures de Radon bornées sur et M;" () 'ensemble des mesures po-
sitives u telles que [ dp < 1. Silespace M (§2) est muni de la topologie *faible o(M (), Co(92)),
I'ensemble M (£2) est compact. Considérons 'application T' de M;" (Q2) dans P!(G)* définie
par

P(o) = Tyla) = [ w(o)dn(w)
Soit f une fonction de L!(G). D’aprés le théoréme de Fubini,

/ f@)p(d(x) = / Flw)dp(w).
G Q

En effet,

/G f@)pade — / f(@) /Q w(z™)dpu(w)d(z)
- f / F(@yw(aY)dp(e)du(w)
O0JG

o~

[ Fwdu(w).

Q

De cette relation, il résulte que l'application T est continue pour les topologies * faibles
considérées ci-dessus. L’ensemble M;" () étant compact, son image est compacte. De plus, son
image contient les points extrémaux de P!(G)*. Le théoréme de Krein-Milman nous permet

de conclure que T est surjective. ]

Pour terminer ce paragraphe nous allons établir la formule de Plancherel. Si f est une fonction
de L'(R) N L?(R). Nous savons que f est de carré intégrable ot

~

o = /G e f(2)da,

et que

/!f(ﬂ:)l2dw= 217r/|f(>\)|2d)\.
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C’est la formule de Plancherel classique. Nous allons la généraliser au cas de la transformation
de Fourier sphérique.
Soit f une fonction continue de type positif, biinvariante par K. D’aprés le théoréme de

Bochner-Godement, il existe une mesure positive bornée py sur 2 telle que

ﬂmz/mwwmw

Si g est une fonction de L'(G)# alors

g% () /ﬁ*wmmwwo
l/wmmeMAw»

Il en résulte que si g est aussi continue de type positif et si f est intégrable

Kfvg = Gibp = flig.

Pour une fonction f continue de type positif et intégrable posons, sur I'ouvert Qy = {w €

~

Q|f (w) # 0},

1

Si f et g sont deux telles fonctions, les mesures o et o4 coincident sur 2y N €,. On en déduit
Iexistence d’une mesure de Radon positive o sur 2 telle que, pour toute fonction continue de

type positif sur G, biinvariante par K et intégrable, on a

pr=f.o.
Cette mesure o s’appelle la mesure de Plancherel.

Théoréme 2.1.4. (Théoréeme de Plancherel- Godement)

a) Si f est une fonction continue de type positif, biinvariante par K et intégrable, alors f

est intégrable par rapport & la mesure de Plancherel o et

@) = [ wi)flwydow).
b) Si f est une fonction biinvariante par K, intégrable et de carré intégrable, alors f est de

carré intégrable par rapport a la mesure de Plancherel o et,
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2 = A'LUQO'w.
/G|f<x>| dw—/ﬂm ) 2do(w)

C’est la formule de Plancherel.

¢) La transformation de Fourier sphérique. considérée comme application de (L'(G) N
L2(G))* dans L?(2, 0) se prolonge en un isomorphisme de L*(G)# sur L?(Q, 7).

Démonstration. La partie a) de 1’énoncé résulte directement de la définition de la mesure o.

Soit f une fonction biinvariante par K, intégrable et de carré intégrable. Posons
h=fxf.
C’est-a-dire

h(z) = /G )T ).

o~

La fonction h est continue, de type positif et intégrable, de plus h = |f|>. La formule de

Plancherel s’obtient en écrivant pour h la formule d’inversion en z = e.

Pour montrer la partie ¢) de I’énoncé, il suffit de montrer que 1’espace
{f1f e (LNG)NL*(G))*},

est dense dans L?(12,0).
Soit F' une fonction continue sur » | a support compact. Du fait que 'espace {ﬂf c LY(G)*}
est dense dans Cp(€2), on déduit qu’il existe une fonction g continue sur G, a support compact

et biinvariante par K telle que
Yw € QN Supp(F), g(w) > 0,
et une fonction F' continue sur  a support compact telle que
Yw € Q, F(w) = §(w)F (w).

Soit € > 0. Il existe une fonction h continue sur G & support compact et biinvariante par K
telle que
Yw € Q, |F (w) — h(w)| <,

de telle sorte que
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Vwea,rﬂw)—m(wﬂ r <> fz(w)ﬁ(w)\
F'(

D’ou

| 1P@) =g hw)Pdotw) < & | [tw) ot

Théoréme 2.1.5. (Formule d’inversion) Soit f une fonction de Co(G)*. Si

/ |Flw)|do(w) < oo,
Q

alors pour tout x de G,

= / Flw)w(z)do(w).
Q

Si h est une autre fonction de Co(G)*, d’apres la formule de Plancherel, on a

hxh(zx) = / w(z) fw)h(w)do(w).
Q
Soit hy 'approximation de I'identité. Nous avons

lian(f + hy) = 1 (@),

de plus,

Donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée,

tin [ () Fwhy@idow) = [ w() fluw)do(w)

Remarque 2.1.6. 1) Si G est commutatif et si K = {e} , l'ensemble > posséde une structure
de groupe commutatif, ¢’est le groupe dual G. Dans ce cas Q2 = G et o est une mesure de Haar
sur G.

2) Nous avons l'inclusion,

23



Supp(o) CQC ).
Dans certains cas ces inclusions sont strictes.

Une autre formulation de la Transformée de Fourier sphérique

Transformée de Gelfand Soit A une algébre commutative ayant un élément neutre e.

Définition 2.1.7. Pour tout x € A, on appelle transformée de Gelfand de x ’application gz
de X (A) dans C définie par

x o x(),

ot X(A) est le spectre de A. L’application x — gx de A dans CX(A) est appelée la transfor-

mation de Gelfand associée a ’algébre A.

Proposition 2.1.8. La transformation de Gelfand x — gz est un homomorphisme continu
de l’algébre de Banach A dans ’algébre de Banach Cc(X(A)) des fonctions complexes conti-
nues sur X (A).

Soient (G, K) une paire de Gelfand, S(G/K) l'espace des fonctions sphériques bornées sur G

relativement & K et p une mesure de Haar a gauche. Nous avons vu que si ¢ appartient a
S(G/K), alors 'application x(f) = / f(x)p(z™ 1) du(z) est un caractére de L'(G)# et tout
G

caractére de L'(G)* est de cette forme. Par conséquent I’application ¢ — x(¢) est bijective
et permet d’identifier 'espace S(G/K) au spectre de 1'algébre de Banach L!(G)#.

Comme F est un homéomorphisme, alors d’aprés le diagramme ci-dessous, la transformée de
Gelfand d’un élément f de L'(G)# peut étre identifiée a la fonction complexe § définie sur
S(G/K) par

3/(6) = /G F@)é(a ) du(x),
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(FfoF'=8f)

FIGURE 2.1 — Transformée de Fourier sphérique.

D’ou la définition suivante.

Définition 2.1.9. Soit f une fonction de L'(G)*. On appelle transformée de Fourier sphé-
rique de la fonction f, la fonction Ff définie sur S(G/K) par

51(6) = [ o) duta).
G
2.2 Transformée de Fourier sphérique de type ¢

Proposition 2.2.1. Si U est une représentation irréductible de Banach de G dans un espace
E telle que 6 soit contenue dans la restriction de U a K, alors il existe une fonction (ﬁgj définie

sur G, qui est sphérique de type 6. La fonction gbg] est dite associée a la représentation U.

Soit A4 une algébre normée involutive complexe et X,,(A) 'ensemble des réprésentations uni-

taires irréductibles de A de dimension finie m.

Définition 2.2.2 (Transformée de Gelfand généralisée et Transformée sphérique de
type 0). Pour tout élément f de A, nous appelons transformée de Gelfand généralisée de f,
Uapplication notée gf de X, (A) dans Ualgébre M, (C) des matrices carrées d’ordre m définie

par

L’homomorphisme f — gf de A dans Mm((C)Xm(A) est appelé la transformation de Gelfand

généralisée associée a l'algébre A.
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Si I’algeébre A est commutative, les représentations unitaires irréductibles de A sont de dimen-
sion 1, donc s’identifient aux caractéres de A et on retrouve la définition de la transformation
de Gelfand usuelle. Soit S§"(G) 'ensemble des fonctions sphériques de type § sur G' de hauteur
m. Ainsi, si ¢ est une fonction de S§*(G) , il existe une représentation uf € X (K} #(@)) telle

que ul 5( / f(x)é(x) dgz et réciproquement. Ce qui permet d’identifier les espaces S5 (G)

et Xon (K] ( # ) et ensuite définir la transformation de Fourier sphérique de type 0 suivant le

dlagramme Cl-apres.

FIGURE 2.2 — Transformée de Fourier sphérique de type ¢

Un exemple avec les transformées de Fourier sphériques de type §

Considérons, avec les mémes hypothéses, ’exemple précédent traité dans la section 1.3.2, et
prenons pour acquis les résultats qui y ont été obtenus. La fonction ¢™" définie sur SU(2) x Ha

par
6 (U y(2,1)) = /S » XeoUas o (22 )70 (U Uy, )dlan b,

est sphérique de type 7,, tel qu’obtenu précédemment.

Soit f € Kf (SU (2) x Ho, EndC(Vn)>, La transformation de Fourier sphérique de type m, est
définie par

F() ™) = /S - Xu (2, 1) 70 (Uap) f (U, Uyy (2, 1)) dzdtdadb.

2.3 Théoréme de Bochner généralisé pour les fonctions

sphériques de type ¢

Dans la suite, nous désignerons par €2 ’espace des fonctions sphériques de type §—positif.
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Théoréme 2.3.1. Soit ¢ une fonction continue de K;#(G) de type positif a valeurs dans
Endc(E) telle que @[], < 1. Alors il existe une mesure de Radon p sur § positive, bornée,

telle que

@) = [ wladute).

La mesure p est unique. Réciproquement, si p est une mesure de Radon positive, bornée sur

Q alors la fonction ¢ définie par
= d
0@) = [ wlaiut),

est une fonction de K?(G) de type positif a valeurs dans Endc(E).

Démonstration. Soit p une mesure de Radon positive sur 2. On a

oka) [ wlke)dn(e)

[ wlak)du)

= o(zk)

et

sbE) — X5+ /Q () du(w)
— ().

De méme, ¢3(x) = ¢(x) car ¢ est K —centrale.
<Z c¢7j¢(xix;1)u, u> = </S)Zcicjw(x¢:cj_1)du(w)u, u>
= /Q <Z cicfjw(ac,-xj_l)u, u> du(w) > 0.

Pour la réciproque, montrons d’abord que la mesure p, si elle existe, est alors unique. Soit f

une fonction de Kf(G), dapres le théoréme de Fubini, on a

/G V) f(@)de — / /Q w(e™V) f (@) dp(w)dz
- fg Ff (w)dp(w).

D’ou
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L’unicité de la mesure p se déduit de cette relation et du fait que I'ensemble
{ff telle que f € K?E(G)}

est dense dans Cp(€2), I'espace des fonctions continues sur 2 tendant vers 0 a l'infini. Pour
montrer l'existence de la mesure u, nous utiliserons le théoréme de Krein-Milman.
Considérons 'espace P; (G, Endc(E)) des fonctions quasi-bornées de Kf(G) de type positif

w telles que |w]|, < 1, M;(Q2) ensemble des mesures de Radon positives p sur €2 telle que

/ dp <1 et lapplication
T:M(Q) — P1s(G, Endc(E))

définie par

Immwzémmww»

L’espace Py 5(G, Endc(FE)) est un fermé de la boule unité de Lo°(G, Endc(E)) ou LY (G, Endc(E))
est 'espace des fonctions ¢ continues sur G a valeurs dans Endc(E) telles que [|¢]| , < oo. L'es-

pace P 5(G, Endc(E)) est compact pour la topologie * faible o (Ly° (G, Endc(E)), L})(G, Endc(E))),
d’aprés le théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki. Si M (2), I'espace vectoriel formé des me-
sures de Radon sur 2, est muni de la topologie *faible o(M(2),Cp(£2)), alors l’ensemble
M;(92) est compact pour cette topologie. Soit f une fonction de K{#(G). On a

Lr@ree e~ [ [ we )@
Ff

= f (w)dp(w).
Q

f+T(p)(e) = u(F(f))-

D’ou

Ona lin% f*T(p)(e) = 0. D’ou T est continue pour les topologies *-faibles. L’espace P; 5(G, Endc(E))
pu—

est convexe et compact pour la topologie *-faible, d’aprés le théoréme de Milman-Krein,

P, 5(G, Endc(E)) est égal al'enveloppe convexe de ses points extremaux. L’enveloppe convexe

des points extremaux de P; 5(G, Endc(E)) est le plus petit fermé convexe contenant ext(P; 5(G, Endc(E))).

L'espace T'(M1(2)) étant convexe et compact pour la topologie *-faible, o(L3° (G, Endc (E)), LY (G, Endc(E)))
donc ext(P; 5(G, Endc(FE))) est un sous-espace fermé de T'(M;(£2)). D’otl
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T (M () = P1s(G, Endc(E)),

Par conséquent T est surjective.
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Chapitre 3

Théoréme de Paley-Wiener

Dans ce chapitre, nous présenterons les théorémes de Paley-Wiener classiques, la formulation
dans le cas réel et celle selon Schwartz. Nous exposeron également la formulation de Gangolli
pour les fonctions sphériques sur les groupes de Lie semi-simples. Par la suite, Nous donnnerons

une autre formulation de ce théoréme pour les fonctions sphériques.

3.1 Théoréme de Paley-Wiener dans les cas classiques

3.1.1 Le cas classique réel

Théoréme 3.1.1. Soit f une fonction définie sur C* a valeurs complexes. Alors f € Hol(C™)
et

+oo
SUP(<y<oo 217r/ |f(z + iy)|Pde = C < 0,

si et seulement si, il eviste F € L*(R) telle que F =0 sur ]—oo;0[ et
f(z) = / F(t)etdt (2 e C*) (3.1)
0

Littéralement, le théoreme décrit de fagon explicite ’espace de Hardy H?(R). En effet, il dit
que FH?*(R)=L?(R"). Ceci est un résultat trés utile car il permet de prendre la transformée
de Fourier d’une fonction d’un espace de Hardy et de travailler ensuite dans l’espace trés usuel

L?(RT) des fonctions de carré intégrable sur les réels positifs.

Démonstration. 1. Supposons que la relation 3.1 est vérifiée. Montrons que f est holomorphe
sur Hol(C™).

-Vz € Hol(CT), t — F(t)e'** est mésurable.

-Vt €10;+00[, 2 —> F(t)e"* est holomorphe sur Hol(C™).

- Soit K un compact de Hol(C"). Alors il existe § > 0 tel que Vz € K, Im(z) > A. On a alors
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Vt €]0;+00[, Vz € K, [F(t)e'®?| < |F(t)] ¢ * € LY,
—_——

er2 €L?

d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Donc d’aprés le théoréme d’holomorphie sous le signe

intégrale, f est holomorphe sur Hol(C™"). Réécrivons maintenant 3.1 sous la forme,

flx+1iy) = /OOO F(t)e We®qt

Considérons y comme fixé. On a alors d’aprés le théoréme de Plancherel,

1 +o00 - +o0 2 oty
I /0 P (1) dy,

21 )
“+oo
g/ |F(t)|?dt.
0

Donc, les restrictions de f aux droites horizontales de Hol(C") constituent un sous ensemble
borné de L?(]—oc ; +00]).

2. Réciproquement La fonction F que nous recherchons doit posséder la propriété suivante :
f(z + iy) est la transformée de Fourier de F'(t)e¥t (ou y est considéré comme une constante
strictement positive). Si on utilise la formule d’inversion, la fonction F' souhaitée devra étre

de la forme

1 [t ,
F(t) = ety/ f(z +iy)e "dx
2m J_ s
ty 1 oo f( ) fitzd
= e¥— z)e x,
21 J_

ou la derniére intégrale est prise sur une droite horizontale de Hol(CT). La valeur de cette
intégrale ne doit pas dépendre du choix d’une droite particuliére, ce qui suggére un appel au

théoréme de Cauchy.

Soit y fixé tel que 0 < y < 0o. On va supposer pour simplifier que y > 1 (le cas 0 < y < oo
étant totalement symétrique). On note I = |1;y[. Soit également t € R. Pour tout « > 0, on

définit I', comme le chemin rectangulaire dont les sommets sont +a + 7 et £a + iy

D’aprés le théoréme de Cauchy, on a
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FIGURE 3.1 — Chemin rectangulaire.

0 = f(2)e " dz
[Ha o +a o
= Fla +iy)e M@+ W) g — fx 4 i)e M@+ gy
- /f(a + ju)e " HOT ) gy, 4 / fl—a + iu)e” Mot gy,
I I

Pour montrer que l'intégrale /f(z)e_itzdz rencontrée plus tdt, ne dépend pas de la droite

sur laquelle on la considére, on va montrer que les deux intégrales sur les segments verticaux
tendent vers 0 quand « tend vers l'infini et que les intégrales sur les segments horizontaux

sont convergentes quand « tend vers I'infini. Pour cela on introduit

b0 = | f(2)etdz,
[a+isatiy]

qui correspond & l'intégrale sur le segment vertical. Alors,

PP~ | [ fasime e
/ |f (o + iu) |Pdu x / e*du, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
I

IN

Définissons maintenant
_ / £ (o + i) [2du.
I
A défaut de montrer que A(a) tend vers 0 quand a tend vers I'infini, on va montrer qu’il existe

une suite de points (aj); € RY tendant vers linfini, et telle que (a;); tend vers 0. II suffit

pour cela de montrer que A est intégrable sur R. Or, on a
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/_;OOA(O‘)‘ZO‘ - /_:O(/I|f(a+iu)|2du)da

+oo
= /(/ |f(a + iu)|*de)du Par Fubini-Tonelli
I J—oo
= 2nCX(I),

ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R. Il existe donc une suite (o) en € RI}IF telle que

)\(ij) —0
)\(—Oéj) — 0.

a; — 400 et

Comme

B(a)f < Aa) x [ du
alors

1@ () > < Aeyj) x /IeQUdu.
D’ou

(I>(aj) —0
(I)(—Oéj) — 0.

On remarque par ailleurs, que ceci a lieu pour tout t et que la suite (a;) ne dépend pas de t.
On va maintenant montrer que les intégrales sur les segments horizontaux sont convergentes.

Pour cela on va utiliser le théoréme de Plancherel. On pose alors

+aj
Y, 27r// m—i—zy

Alors

1 : —itT

0 = — flz+iy)e "dx
2 Taj
1
= gi(y,0)e" — elgi(1,1) + o [8(ay) + D(—ay)].
—0
Donc,
lim [g;(y,t)e" —e'g;(1,t)] = 0. (3.2)

Jj—+oo
Et ce pour tout ¢ € R. Notons f,(x)au lieu de f(x + iy). Par hypothése,f, € L2(R). Donc,

d’aprés le théoréme de Plancherel,
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+oo

lim | fy(t) = g;(y,t) |* dt = 0.

Jj—=+00 J oo

Donc, il existe une sous-suite de (g;(y,t));jen qui converge vers fy(t) pour presque tout t. On

pose

Il reste & vérifier que
F=0 sur ]—o00;0],
F e L*(R),
o0 .
F(z) = / F(t)e™*dt.
0

Grace a (3.2), on a alors pour tout 0 < y < oo et pour presque tout ¢
F(t) = ev f,(1).

On applique alors le théoréme de Plancherel

+oo +oo
/ ME (1) Py — / ()Pt

—00 —

1 +o00
— = f@dz <

2m J_ o

Si on fait tendre y vers +o0o dans la relation ci-dessus, on a grace au lemme de Fatou, F(t) =0
presque partout sur |—oo;0[. Par ailleurs, si on fait tendre y vers 0, on obtient grace au

théoréme de convergence monotone

1 +o0
— |F(t)]2dt < C.
2 0

Enfin

fyit— f,() = F(t) e L.
v fy(t) = 2F (@)
elL? cL?

Donc fy € L'. Comme fy € L?, on peut appliquer le théoréme d’inversion

+oo )
fy(@) = / £ () dt,

— 00

ou encore
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flz) = o F(t)e vt qt

+o0

0
— / F(t)e'*dt.
0

3.1.2 Théoréme de Paley-Wiener selon Schwartz

Théoréme 3.1.2. Soit ¢ € C2(RY) avec supp(¢) C {|z| < a}. Alors il existe des constantes

C,, telles que
6(Q)] < Cu(1 4 [¢]?) ™/ 2eelmel (e ). (3.3)

Réciproquement si f est une fonction holomorphe sur C? telle que |f(C)| satisfait (3.3) alors
f=0¢ ot ¢ e COMRY et supp(¢) C {|z| < a}.

Démonstration. Soit ¢ € C*(R?) avec supp(¢) C { mod z mod < a}. En intégrant par
parties a fois, on obtient V¢ € CY

¢P(¢) = / Do¢(x)e " da.
Donc

3] < ([ 1Dt
Ainsi

L+ MO <nt Y (/ IC2).1d(C) 2 < C2eelimel,

laj<n

D’ou le résultat en prenant les racines carrées. Réciproquement soit f une fonction holomorphe

qui satisfait (3.3). Définissons ¢ : R — C par
@) = 2m) [ 17(0e gl
En appliquant (3.3) avec ¢ € R, nous avons (1+ [¢|*)"|f(¢)|? € L'(RY), Vn. La fonction ¢ est

donc bien définie. Ainsi, nous pouvons la dériver sous le signe intégral un nombre arbitraire
de fois pour déduire que ¢ € C°(R?).

Maintenant montrons que supp(¢) C {|z| < a}. En appliquant le théoréme de Cauchy d fois,

o) = ()~ [ 1F(C-+ ime =CH MG, (€ RY),
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En particulier, en prenant n = %, t > 0 et en appliquant (3.3) avec n > d, nous avons

B(x) < (2m)~¢ /R LCa(1+ (¢ 2dC e T, (2 e Rt > 0),

En laissant ¢ — oo, nous découvrons que ¢(z) = 0,V|z| > a, comme voulu. Finalement le
théoréme d’inversion montre que ¢ = f sur R? et donc aussi sur C? par le principe d’identité

appliqué d fois. O

Laurent Schwartz a généralisé ce théoréme pour donner une condition nécessaire et suffisante
pour qu’une distribution soit & support compact. Une trés jolie application de ce théoréme est
la preuve du fait que la solution de I’équation des ondes est & support dans le céne d’onde
d’avenir {t > 0, ||z|| < t}.

3.2 Théoréme de Gangolli sur les groupes de Lie semi-simples

Soient G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini, G = KA,N* la décomposition
d’Twasawa de G, avec K, sous-groupe compact de G. On note K#(G) I'algébre de convolu-
tion des fonctions complexes continues & support compact et biinvariantes par le sous-groupe

compact K de G.

Soient N (A,) et Z(Ap), respectivement le normalisateur et le centralisateur de A, dans K.
Alors Le groupe de Weyl W de la paire (G, A,) est identifié au quotient N (A4,)/Zk(Ap). On
dit qu'une fonction f est W — invariante si, Vw € W, w.f(z) = f(w™1x).

Théoréme de Gangolli

Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini, G = KA,N* la décomposition
d’Iwasawa de G, avec K, sous-groupe compact de G. Soient K7 (G), I'algébre de convolution
des fonctions biinvariantes par K et § le dual réel de ay, 1’algébre de Lie du groupe A,. Nous
désignerons par . la complexifiée de §. Pour toute fonction f € K#(G) de support contenu

dans la boule de rayon R dans A, la transformée de Fourier-Laplace sphérique définie par

f(v) = /G F(@)o0(x) da (),

existe bien pour tout v = £ 4+ in € F. et est une fonction W-invariante entiére holomorphe de

v (v € Fe). De plus étant donné un entier N > 0, il existe une constante Cy > 0 telle que

| F(&+in) |< Cn(1+||€+inl)) Vel (¢,n € F).
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Inversement, si F' est une fonction W-invariante entiére holomorphe sur §. et s’il existe R > 0,

tel que pour tout entier N > 0, il existe une constante Cp > 0 vérifiant

| F(&+in) |< On(L+ (€ +inl))~Neflnl (&, € F),

alors il existe une unique fonction f € K#(G) telle que f = F. f s’annule en dehors de la

boule de rayon R dans A, et est donnée par la formule suivante

f() = (W] /g F0)do@)le(v)| 2 dy(v)  (z € G),

ou ¢(v) désigne la fonction de Harish-Chandra.

Démonstration. La preuve se trouve dans le Tome 2 du livre de Gath Warner (17).
Cette preuve fait référence notammnent & la notion de transformation d’Abel d’une fonction
sphérique. Pour rappel, si ¢ désigne une fonction continue biinvariante par K. On appelle

transformation d’Abel de ¢, la fonction Fj, définie par

Foh) =17 [ o(m)de(n)  (h€ 4p)

3.3 Une autre formulation du Théoréme de Paley-Wiener

pour les fonctions sphériques

Soient G un groupe de Lie semi-simple de centre fini, G = K AN la décomposition d’Iwasawa
de G, avec K, sous-groupe compact de G et . Soit f une fonction définie sur G biinvariante
par K de classe C?™, et a support compact.

Aﬁﬁs) = (s2 — p?)™f(s). Par suite il existe une constante C telle que —p < Re s < p.

| f(s) |< CO+ | s )7,
Si le support de f est contenu dans la boule de centre Py de rayon R
Vs € C,| f(s)|< C(1+ | s [2)"mel7IR,
oll o est la partie réelle de s.

A partir de 'expression de la fonction ¢ de Harish Chandra (9), nous déduisons a l'aide de la

formule de Stirling, qu’il existe une constante - telle que, pour Res > 0
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dp—1
’

1 2
(5] <y(l+]s]9) 4
ou d, désigne la mesure sur N qui est 'image par 'application exponentielle de la mesure de

Lebesgue. C’est une mesure de Haar sur N. Si f est de classe C?™ avec 2m > %" et & support

compact

< dv
/0 | F0) | i <o

En effet, d’aprés I'inégalité de Schwartz,

- Fliv 7d1/ T 22| fiy 27dy
| i) e < /Ooo<,o+ 6 F
2 ,2)-2m v
<A

et d’aprés la formule de Plancherel

|t iy i —onk [ AT @) P de

| e(iv) |
Et La formule d’inversion s’applique pour une telle fonction

o d
Ve € G, f(x) = 27r1K/0 f(W)Gﬁz‘u(iﬂ)m-

Une autre formulation du théoréme de Paley-Wiener pour les fonctions

sphériques

Théoréme 3.3.1. Théoréme de Paley-Wiener. Soit F(s) une fonction entiére de s, telle

que

o0 dv
1./ Fiv) P —X < o,
T e

2. Il existe R > 0 et ¢ > 0 tels que
| F(s) |< Celol®,
ot o est la partie réelle de s.
Alors F = f ot f est une fonction de support contenu dans la boule B(Py, R) de centre Py et

de rayon R

Démonstration. a. Supposons qu’il existe N > % tel que
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| F(s) |< C(1+ | 5 [?)~NelolR.

Et posons

o dv
) = 1 W) () ——————.
@) = 5t [ Flin)oula) —on

La fonction f est continue. Nous allons montrer que f(a;) =0 si ¢ > R. Pour tout ¢ > 0,

o(t,s) = c(s)(t,s) + c(—s)(t, —s).

Nous obtenons

dv
| e(iv) |

Etant donné 7 > 0 il existe C; > 0 tel que pour ¢ >0, t > 7,

fla) = oy [ " Fliv)p(t, —iv)(a)

| (t, —o —iv) |< Cre= (0 tr)t
Nous avons de plus

| F(o +iv) |< C(1 + o2 + v?)Nelto
<A1t o2+ ?)TT
| c(o+iv) | —

D’aprés la formule de Cauchy appliquée au contour suivant L

ds
/LF(3)¢(t, —s)@ =0.

et en faisant tendre S vers I'infini nous obtenons pour tout o > 0

+00
flar) = o / Flo + i)t —o — iv)—

oo c(o+iv)’
et en majorant
+oo dp—1_

Cge_pte(R_t)"/ (1+02+12) "7 Ndy

—00

| f(at) |

IN

CyePtelfi-t)o

IN
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FIGURE 3.2 — Contour L

Sit> R, lim =07 =0, donc f(a;) = 0.

On vérifie a laide de la formule de Plancherel que f = F.

b. Réciproquement, soit F' une fonction entiére de s, paire, vérifiant (1) et (2), il existe une
fonction f de L2(G)# dont la transformée de Fourier-Plancherel est f(iv) = F(iv). Pour tout
€ > 0, considérons une fonction g, de classe C'*° biinvariante par K, de support dans la boule

B(Py,¢), positive. La transformée de Fourier-Plancherel de f x g. est égale a
F(iv)ge(iv) = F(iv).

La fonction F, se prolonge & C en une fonction entiére

Puisque la fonction g, est de classe C*° et que son support est contenu dans la boule de centre

Py et de rayon €, pour tout N > 0, il existe Cy tel que

ge(€ +iv) < Cn(1+ 02 +v2)Nedol,
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Si nous choisissons N > %, la fonction F vérifie 'hypothése du a. Par suite f * g. a son

support dans la boule de centre Py et de rayon R + €. Puisque

lim f* ge = f

e—0
la convergence ayant lieu dans L?, la fonction f a son support dans la boule de centre Py et
de rayon R. 0
Corollaire 3.3.2. a. Soit f une fonction de K*#(G), a support dans la boule de centre Py et
de rayon R, alors, pour tout entier N > 0 il existe une constante Cy telle que

| f(s) 1< On(1+ | s [)~Veflel,

ot o désigne la partie réelle de s.

b. Réciproquement, si F' est une fonction entiére paire vérifiant
VN >0,3Cy,| F(s) | < Cn(1+ | s |)~Nefilol,

Alors F = f, ot f est une fonction de Kf(G) dont le support est contenu dans la boule de
centre Py et de rayon R.

Démonstration. La partie a) de 1’énoncé a déja été démontrée. Pour prouver b) il reste a

démontrer que la fonction f définie par

& dv
=1 1 W) ———5
f(t) — 2K /(; F( )¢(t7 )| C(’L'V) ’27

est de classe C*°. En effet, en dérivant sous le signe intégral, on a

dv

(m) () = L - i Aym W) ————5.
1m0 = g [ PG mottin

3.4 Une transformation d’Abel pour les fonctions sphériques

de type ¢

Dans cette section, nous commencerons par donner, a partir de résultats existants dans le cas

sphérique, une définition et quelques propriétés de la transformée d’Abel sur Kg#(G)

Définition 3.4.1. Soient G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini, G = KA,N T,
la décomposition d’lwasawa de G, avec K le sous-groupe mazimal compact de G. Normalisons

la mesure de Haar
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do(z) = h*dkda, (h)dy+(n) (v € G),

avec x = khn et p désigne la demi-somme des racines. Soient § € K et ps une représentation
unitaire irréductible de K dans lespace de Hilbert Es. Pour f fixé dans Kjf (@), considérons

lintégrale définie par
P <o [ [ sy () ak (e 4,)

Nous désignerons par transformée d’Abel de type 0, Uapplication de f +— Fjé(h) Par la Pro-
position 1.3.3, nous savons que Kf(G) est isomorphe a U.5(G) par Uapplication f — w?

définie par wf( x) = / ps (k™) f(kx) di (k). Ainsi, pour f fizé dans Kf(G), on obtient apres

calcul que

Fp(h) =07 | dp(hn)dys(n), (he Ap).

On arrive aussi & montrer que la transformation d’Abel est linéaire et est un isomorphisme (in-
jectif et surjectif) de ’algébre K ?E(G) vers une certaine sous-algébre de C.(A,, Homc(Ejs, Ef))
qui est Kf(Ap).

Remarque 3.4.2. Soient v € §. et ¢, une fonction sphérique sur G. Par calcul, on montre

que

| Fe)o@ate / Fy(h)hi* da, (), (f € KF(G)). (3.4)
Soit M le centralisateur de A, dans K, alors pour tout m € M, nous avons

Fi(h) = h* / F((mkm= Y hn)us(mk™tm ™Y dy+ (n) dk

N+
- hpf/ F((mkm= Y hn)ps(mk~tm ™Y dy+ (n) dk,
K JN+

avech € Ap et f € Kf(G) Il suffira donc de calculer de fagon explicite / ,ug(mk_lm_l) dk.
M

Ainsi, Uon arrive a établir le résultat suivant qui donne une formule explicite de F};(h) Par
suite, si f € K?(G), o € M et si nous supposons que o est contenu b fois dans 5, b > 1, d le

dégré de 0, on obtient que le (ij)°™¢ terme matriciel de F}S(h) est donné par la formule

(FO)ig = d(0u) ™ urn,Bupy B° /K [ )L s ) do ()l
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Proposition 3.4.3. La transformée d’Abel généralisée nous permet de déterminer la forme

explicite d’une fonction sphétique de type § grice a une relation du type (3.4). En effet, on a

/G F (@) s(x)da(x) = / F(myer ™ dy (h),  (f € KF(G)).

P

Démonstration. On a
| t@éns@idate) = [ [ [ st idndnan
G KJA N+

= / / F(hn) by s(hn)h* dhdn.
Ap JNT

Or l'algébre KE(G) est isomorphe & 1'algébre U, 5(G) des fonctions continues a support compact
¥ de G dans Homc(Es, Es) et qui sont u—sphériques sur G. Ainsi, pour toute fonction ¢ €
KL(G), ¢(z) = /K ug (k™1 p(ka)dk. On a donc

| t@éns@dae) — [ [ o tmnedndn
G Ap JNT
_ / / F(hn) S (hn)h2 dkdhdn
Ap
— / f(hn) / s(k" Yo (khn)dk)h*  dhdn
A, N+
_ / / / F(khn)us (k=Y p(khn)h2* dkdhdn.
A, JNT

K
Or ¢(x) = / =P H (k) gl - donc
K

[ oo~ [ [ [

= / / f(khn)ug(k~1) e ™ e 20 qkdhdn
Ay JNT

- / / / Flkhn)us(k~H) e W h=rh2P dkdhdn
A, JN+JK

_ e / / / ™) f(khn)ug(k~")dkdhdn.
A, JNt K

P

f(khn)us (k=)@ =P HER p20 gk dndn

x\w\

Or ¢4 (hn) = / us(k™') f(khn)dk. On a donc
K

T T T _ P eiv(h) 8 n n
| f@onsdeta) ~ v [ ,, [ e tmdna

— "™ F(h)dh
Ap

= F(h).
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Chapitre 4

Extensions du théoréme de

Paley-Wiener

Dans ce chapitre, nous présenterons un théoréme de Paley-Wiener généralisé aux fonctions
sphériques suivant une classe ¢ de représentations irréductibles. Nous exposerons aussi une

application au groupe de Poincaré en physique des particules.

4.1 Théoréme de Paley-Wiener généralisé aux fonctions

sphériques de type ¢

Théoréme 4.1.1. Soit G un groupe de Lie connexe semi-simple de centre fini, G = KA,NT
la décomposition d’lwasawa de G, K un sous-groupe compact de G et Kg(G) défini comme
plus haut. Pour toute fonction f € Kg(G) de support contenu dans la boule de rayon R dans

Ay, La transformée de Fourier-Laplace sphérique de type & donnée par

fi(v) = /G (@) b0 (2)de (),

existe pour tout v = £ 4+ in € §. et est une fonction W-invariante entiére holomorphe de v

(v € §¢). De plus étant donné un entier N > 0, il existe une constante Cn 5 > 0 telle que

| fs(€+in) |< Cns(1+ [|€ +inl))~Nellll ¢ ne .

Inversement si F' est une fonction W-invariante entiére holomorphe sur §. avec la propriété

qu’il existe R > 0 tel que pour tout entier N > 0 il existe une constante Cn > 0 telle que

| F(&+in) |< Cn(1+ ||€+in|))~Nefllnl ¢ n e 5.
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Alors il existe une unique fonction f € Kg(G) telle que f = F. f s’annule en dehors de la

boule de rayon R dans A, et est donnée par la formule suivante
) = I [ FO)ps@let)] 20, = €,

ot c(v) désigne la constante de Harish-Chandra, §. désigne la complezifiée de §, et § le dual
réel de A (L’algebre de Lie de A, dans la décomposition d’Iwasawa de G).

Démonstration. (1) Soit f € Kg(G) qui s’annule en dehors de la boule de rayon R dans A,,.

La transformée de Fourier-Laplace sphérique de type § donne

ﬁw=[j@mmm@@x

existe bien pour tout v = £+in € §. et est une fonction W-invariante entiére holomorphe de v
(v € §¢). Par Le théoréme de Paley-Wiener classique nous pouvons affirmer que la transformée
de Fourier euclidienne F}‘? de FJ‘? est Holomorphe sur §. et étant donné un entier N > 0, il

existe une constante Cy s > 0 telle que
| FY (& +in) |< Ons(L+ (1€ +inl)) =Nl ¢n € §.

Comme F J‘E = f5 d’aprés la proposition 3.4.3, alors nous avons le résultat.

(2) Soit F' une fonction W-invariante entiére holomorphe sur §. avec la propriété qu’il existe
R > 0 telle qu’il existe C 5 > 0 vérifiant

| F(&+in) |< Cns(L+||€+in|)Neflnl ¢ neF

Définissons une fonction f € G par
)= 01! [ Fwids@leto) as(v), € G

La fonction f appartient a Kg(G) et s’annule en dehors de la boule de rayon R dans A,. En
effet

fwmo=m¢44F@wwwmwmm*%wxxea

Or ¢, s est une fonction dans Kg(G), ainsi
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Svs(kak') = ps (k) (@) ug(K).

On remarque également par continuité analytique, au vu de la formule explicite de f que f =F
sur §e.
Il ne reste plus qu’a montrer que le choix de f est unique. En effet Supposons g une fonction

vérifiant les hypothéses ci-haut mentionnées. Alors
f=g= Jé:ﬁg:F‘;:Fg‘s:f:g.

Car la transformée d’Abel réalise une bijection de Kg(G) vers Kg(Ap).

4.2 Application au groupe de Poincaré

Dans cette section, nous construirons, & partir du groupe de Poincaré, un groupe de Lie G
connexe semi-simple, et son espace Kg(G) associé ol § désignera une représentation bien
choisie. Nous donnerons aussi une expression générale de la transformée de Fourier-Laplace
sphérique de type delta pour une fonction prise arbitrairement dans Kg(G). Nous déduirons
pour terminer, par le théoréme de Paley-Wiener, une condition nécéssaire d’existence de cette

transformée de Fourier.

4.2.1 Généralités sur le Groupe de Lorentz

Nous désignerons par M, 'espace-temps de Minkowski de dimension 4, et par g le tenseur
métrique associé a M. Soit g, la matrice diagonale associée & g. Soient g"* = g,,,, les éléments

diagonaux de cette matrices. Ces éléments vérifient

goo = —g11 = —g22 = g33 = L.

Soient z = (2%, 2%, 22, 2%), y = (¥°,y',y? 9®) pris dans M. On définit sur M, le produit

ci-apres
zy =209y — a2ty — 22.y% — 2393

Ce produit est une forme bilinéaire, symétrique et non dégénéré. La matrice qui y est associée,

que noterons g (relativement au tenseur métrique de M) est donnée par

o O O =
o
|
[
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Ainsi, en écriture matricielle, le produit devient z.y ='x.g.y

L’espace de Minkowski est aussi doté d’une distance particuliére As(; ) appelée pseudo-
métrique, définie dans R?* par (Agea; B))2 = EE L’ensemble des transformations affines
de I'espace de Minkowski qui laissent invariante la pseudo-métrique forme un groupe nommé
groupe de Poincaré dont les transformations de Lorentz forment un sous-groupe.

On appelle groupe de Lorentz, le groupe constitué par ’ensemble des transformations de Lo-
rentz c’est a dire des transformations linéaires L de M dans M qui laissent invariants le produit

énoncé plus haut, i.e.

(Lz).(Ly) = =zy. (4.1)
On déduit de (4.1) que
> L%.Lay = gu ou LTgL =g, (4.2)
ou
Loy = ZgaﬁLﬁ (9L)aw et (L) = L. (4.3)
Nous déduisons de (4.3) que
LT = gL g ou (L7) Zng Drgrr = (L)% (4.4)

La relation (4.2) implique aussi que det L = +1. En outre, pour g = 0 et v = 0 a partir de la

relation (4.2), nous avons

(L0)” = X (L)* = 1.

Ainsi, | L8 |> 1. Par conséquent, det L et sign L8 sont des fonctions continues des variables
L},. Elles doivent donc étre constantes sur chaque composante du groupe de Lorentz. Ainsi,

chaque transformation de Lorentz se retrouvera dans I'un des quatre groupes suivants
— Ll cdet L = +1, sign LY = +1,
— LT i detL = —1, sign LY = +1,
— Lﬁ_ cdet L = +1, sign LY = —1,
— LY idetL = —1, sign LY = —1.

Les transformations L € LL forment un sous-groupe du groupe de Lorentz appelé Le groupe
de Lorentz propre et orthochrone. C’est la composante connexe de I'identité (Il s’agit de toutes

les transformations de Lorentz qui peuvent étre continument obtenues & partir de 'identité).

48



C’est aussi un sous-groupe du groupe orthogonal O(1,3) qui réunit tous les automorphismes
orthogonaux (applications linéaires bijectives) de l'espace vectoriel sous-jacent a ’espace de
Minkowski.

Nous Etablirons maintenant un lien entre L1 et le groupe SL(2,C).

Proposition 4.2.1. Soit Ll le revétement de L1 alors
Ll =5L(2,0).

Afin de démontrer notre résultat, considérons le lemme suivant

Lemme 4.2.2. Soit Hy(C) l’espace des matrices hermitiennes d’ordre 2.
M ~ Hy(C).

Démonstration du Lemme 4.2.2. Soit 0 = {0} 'espace des quatres matrices hermitiennes de

Cfro] o1l o o=l [t -
o] T lrol Pli oo P o <1 (45)

Ces matrices sont appelées matrices de Pauli. A tout élément z = (z*) € M, on associe une

la forme

matrice X € Hy(C) par la formule suivante

3 0, 3 ,1_ ;.2
r+r T —w
X = xto, = 4.6
Z a xl +iz? a:o—xgl (46)
pn=0
L’application x — X est linéaire et bijective. En effet, en utilisant la formule
Tr(cto,) = 2g avec o = oy,
on peut associer & toute matrice X de Hs(C) un vecteur de dimension 4
ot = $Tr(Xoh),
tel que X = Zx“ou.
“w
En utilisant ’équation (4.6), nous obtenons
1
det X = Zx“m#, i[det(X +Y)—det X —detY] = Zx”yu. (4.7)
I I
O]
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Maintenant, posons
X =AXA*, A e SL(2,C). (4.8)
La matrice X est hermitienne. Par conséquent, le vecteur & € M.

Revenons maintenant & la preuve de la proposition.

Démonstration de la proposition 4.2.1. Soit A € SL(2,C). Considérons tout d’abord I’appli-

cation réelle linéaire

Ly: M — M
X +—— LpaX:=AXA*

L’appplication Ly est bien définie grace au lemme pécédent et grace a 1’égalité (4.8). Toujours
par l'égalité (4.8), nous pouvons déduire que La,n, = La,La,. De plus, comme det A = 1,
nous obtenons par les égalités (4.6) et (4.8),

Budy =det X =det X =) at'y.
I

I1s’en suit, par (4.7), que les transformations L conservent le produit sur M et par conséquent,

représentent les transformations de Lorentz dans M.

Selon (4.2), det A = =£1. S’il existait des éléments Ly de déterminant +1 et d’autres de
déterminant —1 alors ’ensemble de tous les éléments L ne serait pas connexe. Ce qui est
impossible car SL(2,C) est connexe et I'application ¢ : A — Lj est continue. Et comme,

La,n, = La,Lp,, ¢ est alors un homomorphisme de SL(2,C) dans L € Ll.

Déterminons maintenant le noyau de 'homomorphisme ¢ que nous noterons Z. C’est I'en-
semble des A dans SL(2,C), qui pour tout X € Hs(C) satisfont ’égalité

X = AXA™. (4.9)
L 10 '
Prenons en particulier, X = e = ;i nous voyons que les éléments A € Z vérifient AA* = e
i.e. A = A~L. Ainsi la relation (4.5) devient

XA —AX =0, VX € Hy(C).

Ce qui entraine A = ¢I. Et comme, det A = 1, alors A = £1. Par conséquent, Ly, = Ly, si

et seulement si A; = +As. De plus, le groupe SL(2,C) est simplement connexe ; Ainsi

Ll =SL(2,C) et L1 = SL(2,C)/Z.
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4.2.2 Le Groupe de Poincaré

De méme que le groupe de Lorentz, les translations z#* — x* + a* (ou a** est un vecteur de
dimension 4) laissent invariante la pseudo-métrique. Cela conduit & la définition du groupe de

Poincaré noté II, comme étant le groupe des transformations réelles dans ’espace de Minkowski
M

)

aH — Z Lix” + at, (4.10)

v

qui laissent la pseudo-métrique de M invariante.

La relation (4.6) permet d’induire la loi de composition suivante sur le groupe de Poincaré
(tl,Ll)(tQ,Lg) = (tl —|—L1t2,L1L2). (411)

Ainsi II est le produit semi-direct T* x L du groupe des translations T* et du groupe de
Lorentz L. De méme que le groupe de Lorentz, II est divisible en quatre groupes. Ils seront
nommeés HL, Ht, Hi, IT* . Dans toute la suite, nous nous intéresserons au groupe Hl et a son

revétement que nous noterons G.
Proposition 4.2.3. Notons G le revétement de Hl. Alors G = T* x SL(2,C).
Démonstration. On a
=14 % LT,
Donc
G=TixL! =T % SLE2,0C).

En effet, toute translation a* de M étant caractérisée par son vecteur de translation p de di-

mension 4, alors T* ~ R*. Or R" = R™ Vn. Par conséquent, T4 = T*. De plus, L1 = SL(2,C).

Remarque 4.2.4. Aussi, nous déduisons de (4.7) la loi de composition suivante sur G
(tl,Al)(tg,Ag) = (tl —i—LAth,AlAz). (4.12)

Or la topologie définie sur le produit semi-direct G = T* x SL(2,C) est par définition celle
définie sur le produit cartésien T* x SL(2,C). Et comme T* et SL(2,C) sont simplement

connezes alors le produit semi-direct G = T* x SL(2,C) est aussi simplement connexe. De

51



plus, selon (4.11) le produit des mesures invariantes dans T* et SL(2,C) nous fournit la

donnée d’une mesure invariante p sur G définie par

du(t,A) = do(t)dv(A)
dBdydsdBdds
6|2

4.13
= d% ,avect € T4, A = b € SL(2,C). (4.13)

y

Ainsi G = T* x SL(2,C) est un groupe de Lie connexe semi-simple. Posons K := T* x SU(2).
K est un sous-groupe compact de G. En effet SU(2) est un sous-groupe compact de SL(2,C).
Dans la suite, nous tacherons de définir les représentations unitaires irréductibles § € K. Pour
ce faire, nous commencerons par énoncer briévement des résultats sur la classification de T*

sous forme d’orbites.

4.2.3 Classes de Représentations unitaires irréductibles sur K

T* est un groupe vectoriel non compact. On montre qu’il s’identifie & son groupe dual associé

—

T4 et que I'ensemble des Lt, pour tout ¢ = (fo,t1,t2,3) € T4, et de tous les Ly € Ll
forment une orbite associée au caractére ¢. De plus chaque orbite est contenue dans 1'une des
hyperboloides

i — 62— — 6 =m2, (4.14)

ou m? € R.

On construit sur T4, les 6 types d’orbites suivantes

Of 1> — 17 — 6 — 3" =m2 m > 0,fy >0,
A2 A2 A2 A2 ~

Om :tg” —t1" —to” —t3 :m2,m>0,t0<0,
~ A2 A2 A2 A2

Oim:to —t1 —to —13 :—m2,m>0,

Of ity =6 — 6" — 3" =0, m =0, >0,

AN el A

A2 A2 A2 a2 .
OO ttg — 11 —to — 13 :mz,m:0,to<0,
6. O : Le point O = (0,0,0,0), m = 0.
Nous nous attelerons par la suite a expliciter les représentations unitaires irréductibles sur G

associées a lorbite O;.

Le sous-groupe de stabilité SOA;?L au point fg = (m,0,0,0), m > 0 est le groupe unitaire
SU(2). Le groupe SU(2) admet pour représentations unitaires irréductibles les L’ = D7 de
dimension 2j + 1 ou les j sont des demi-entiers (j = 0, 1/2, 1, 3/2...). Par conséquent, les
représentations correspondantes sur G induites par les représentations irréductibles D7 de
SU(2) seront fonction de deux paramétres m et j. Nous choisirons donc, par la suite, de noter
par D™J les représentations unitaires irréductibles sur G.

Les paramétres m et j représentent en physique des particules, respecitvement la masse totale

et le spin total (moment cinétique) d’un systéme libre et stable.

52



4.2.4 Application

Soient G = T* x SL(2,C) et K = T* x SU(2). Soit D™ € K.
On a dpm,; =25 4+ 1. On a aussi

Xpmi(t,s) = dpmi&pmi(t,s)
- (2j+1)Tr(DmJ(t,s)).

Nous allons maintenant expliciter Kﬁmd (G).
P8 0) = (A (15) V(A (Ls) € G x K
IS K(G)a [= Dm,jf = fon,j

ol la loi multiplicative ici est celle explicitée dans la relation (4.8). Evaluons pm.; f.

Soit f € K7, ,(G) <=

s (

Soient ((¢t,A) et (n,s)) € G x K,
praft8) = [ () (. )(6,0)) o)

On déduit de (4.12) et (4.13) que

pmif(t,A) = /Tr4 /SU(Q)(QJ' +1)Tr (Dm’j(n, 8)>f((n + Lgt, sA)) d%w,

[af?
a —f .
avec § = [ _ | € SU(2). On évalue de la méme maniére f,;, ;.
a
: N dB?dadB” do
s (B A) = 2j + 1)Tr( D™ t+ Lan,As) d*
fDm,]( 9 ) /’]T4 /SU(2)( J + ) T( (n,S))f( + AT, S) n ‘a ’2

De plus, Soit f € Kﬁmyj (@), la transformée de Fourier-Laplace sphérique de type D™/ existe

et est donnée par

Foms (nss) = /G F(@) oy (t A)dpc(t, A).

Elle vérifie les conditions nécéssaires du théoréme 3.5.1.

4.3 Un théoréme de Paley-Wiener sur les groupes de Lie

réductifs

Soit G un groupe de Lie réductif avec series discretes non vides. G 'algébre de Lie de G.

Prenons donc J le sous-groupe compact de Cartan de G et J la sous-algébre de Cartan
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associée. Soient U un sous-ensemble ouvert de G qui est complétement G-invariant, et « un

élément régulier de G.

On notera par JY la composante connexe de J et K = vJ°. K est un sous-groupe de Cartan
de G, K son algebre de Lie, et le groupe de Weyl W (G, K) agit sur G/K x Kyeq 0l Kyeq
désigne I'ensemble des éléments réguliers de K ; Prenons dg une mesure de G invariante sur

G/K.

Comme vu plus haut & la proposition 3.1.3, L’algébre K(E (U) est isomorphe a 'algébre U, 5(U)
des fonctions continues a support compact 1 de U dans F5 = Homc(Ej, E5) pour toute
représentation double de Banach (uj, us) de K.

En effet, Vf € KE(Z/{), pour w?(ac) = / ps (k™) f(kx)dk, on a que wfc(;c) € U.sU). Et
K

I’isomorphisme est donné par f — 1/1;2.

L’intégrale orbitale classique sur un groupe de Lie réductif est donnée par
Ja(f)(y) = |det(1 — Ad(v_l))g/;cll/Q/G/K f(v)dg, f € D(Ureg).

Sife KE(L{TEQ), alors par 'isomorphisme [ — 1/1;50 de KE(Z/{) dans U, s(U), nous pouvons

poser
FE(PO) = ldet(1 — Ad( gy 2 [ w(o)dg.
G/K
L’intégrale d-orbitale J&(f)(v) est définie par
TP0) = ldet( = Ady Vgl [ [ ns(h) )k,
K Ja/K

Notons que si § est triviale de dimension 1, on retrouve l'intégrale orbitale classique.

Notons G, 5 'ensemble des fonctions sphériques de type ¢ et de hauteur p. Soit A le facteur
dans la décomposition de Lagrange de G contenant K, c’est & dire G = K.A et A 'algébre de
Lie de A. Pour tout ¢ € G, 5, Ju; € Ketve AG tel que

o(kg) —/Kug(k1/€)(k1g)dk1.

Ainsi, nous pouvons identifier G, 5(G) avec K x AL et ¢ avec (us,v) € K x Af et posons
[|(usg, V[ = [us| + V]l
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On note pa la demi-somme des racines, k la signature du groupe de Weyl W de (G, K), et A
un systéme de racines positives. Si 1 est une combinaison linéaire de racines de K, on note &,

le caractére de K correspondant.

Pour tout r > 0, notons par PWs(K), 'espace des fonctions F : G, 5 — End(FE) telle que
1. v — F(us,v) est holomorphe sur C*,
2. VN €N, 3 Cy tel que |F(us,v)| < Cn(1+ ||us|| + ||v]])~NerlllmvIl]
3. F(w.(us, V)&w.pa—pa) = k(W) F(ug, v), w € W.

Posons PW;(K) = U PWs(K),. Nous munissons PW;(K), de la topologie définie par les

r>0
normes

Sk(F) = sup(1+ [lus]| + [|v][)*|F (us, v)].

o,v

Théoréme 4.3.1.
FUZ(G)R) = PWs(K)>,
ot l'application f —— Ff est la transformée de Fourier sphérique de type .

On appelle If%(G)A ensemble des fonctions de I75(G) qui vérifient Vf € I25(G), et V k €
Kregv

f(gilkg) = H(g)pr—gpAf(k)~

Démonstration. PWs(K) est un sous-espace fermé de PWy(K, End(E)), alors PWs(K) est
un espace de Fréchet. Posons Z;,(K) 'ensemble des fonctions continues ¢ de type positif de

Gps(K). Il existe z € (End(E))* telle que VYei,ca,...,cn €C, 3 € Get i € {1,2,...,n}

(Z cicip(zix; '), z).

Grace au théoréme de Bochner, il existe une mesure i telle que
flkg) = [ P v)(us,v) hg) i, )
Z&,p(K)

Pour tout fonction F' dans PWs(K), nous avons F f = F.

fre(@) / F (s, v) (s, )i () dp(ug, v),
ZJP(K)

fxala) = /Z o, Pl V) (05,0 £ X60) diCs,0),
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et parce que (ug,v) € G 5(K) alors f € I25(G).

Si F € PWs(K)?, pour w € W, nous avons F(g.(us, V)g pa—pa) = k(9)F(us,v), g € G.

fgh) = /Z o, Pl s V)0 ) i )
- Fg.(us, v) (us,v) (h) di(us, v)
Zs p(K)

- / 5(9)E s —aps (W) F (s, ) (s, ) () djiCus, v)
Zs p(K)

= ’f(g)prfgpA (h)f(h).

Alors f € Igfg(G)A. Ce qui prouve que ’application est surjective.

Posons G(Czul“;,l/)vA)(f) = F(f)r(us,v).

Théoréme 4.3.2. L’application f — F(f)k est continue de IZ5(G) dans PW5(K).

Démonstration. ¥ f € IT5(G), on a que f € D(G) (Uespace des fonctions indéfiniment dif-
férentiables a support compact sur G). Ainsi, F(f)x € PWs(K). Et comme F(f)k(¢p) =
F(f)x(Us) et

\F(Hr(Up)] < en(1+ [T + ||~ NerlllmIl,

Par conséquent, 'application est continue. O

Fixons des classes de conjugaison du sous-groupe de Cartan de G, i.e. K1, K», ..., Ki € Car(G),

et A1, Ao, ..., Ap les systémes de racines positifs correspondants. Alors Vf € Igf;(G), nous avons

F(f)x € PWs(K)Ai.

Théoréme 4.3.3. L’application F' donnée par

F: ING) — & Pws(x)™,
1<i<k

K
f — Y Ffx.,
i=1

est surjective et continue.
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Démonstration. Posons F = > F; € @ PWs(K)™i. Par le théoréme 3.2, il existe ¢; €
1<i<k

If‘(’;(K) i telle que ¢; = Fj.

Posons cq i, i = |K/Z(G,vK?)|. La fonction cg k, est une fonction localement constante de

K;. La fonction cq k,¢i € I05(Ki )24 et il existe f € I25(G) telle que

b, Ja(fk, = ca.k, i

1_501('7 1)
ot ba(y
};IA“_&I ’Y 1)

Alors ¥V (uz,v) € G, 5(K), Og A, restreint a K., s’annule et nous avons

ca ik, 9iba; Jo(fk, = Ffk,-
Ce qui prouve que F' est surjective. Posons
O((ug),0) (JG(f)) = Ousy.a) () Vf € I25(K;).
Notons par I°(G), I'image de I35 par J? ie.
To(I55) = I°(G).
Si 1 € I%(G), posons

F () (ug, v) = O (usw),a) (¥)-

Corollaire 4.3.4.

.“::] |

PG — P Pws(E)>,
1<i<k

f — > Fik.
=1

est continue et bijective.
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Conclusion

Les principaux résultats obtenus dans cette thése relévent de I’analyse harmonique non commu-
tative. Les transformations de Fourier sphériques sont les transformations de Gelfand associées
a une algebre de groupe non commutative.Dans notre travail, le groupe topologique localement
compact G et le sous-groupe compact K sont tels que ’algébre de groupe obtenue n’est pas
commutative et dépend du dual unitaire du groupe K. En dimension 1 et pour des classes
de représentations triviales, on retrouve les cas classiques des transformations de Fourier. En
utilisant la notion de transformation d’Abel généralisée présentée a la section 3.4, nous avons
obtenu, pour les groupes de Lie semi-simples, une généralisation du théoréme de Paley-Wiener
suivant une classe § de représentations irréductibles. Pour les groupes de Lie réductifs a séries
discrétes non vides, nous avons égalementtrouvé une extension du théoréme de Paley-Wiener
caractérisant les fonctions qui sont transformées de Fourier sphériques d’une certaine classe de
fonctions Kinvariantes, et dépendant du dual unitaire de K. Pour y arriver, nous avons utilisé
la transformation d’Abel et le théoréme de Bochner généralisés obtenus respectivement a la
section 3.4 et a la section 2.3.Le groupe de Poincaré est un groupe trés connu en physique
des particules caractérisées par leurs masses et leurs spins (moments cinétiques). Dans la sec-
tion 4.2, nous avons construit sur ce groupe, une certaine classe de représentations unitaires
irréductibles. L’application de notre théoréme de Paley-Wiener suivant cette classe a permis
de définir une condition nécessaire d’existence de la transformée de Fourier sur ce groupe, et

aussi une formule explicite de cette transformée.
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